EXEMPELSAMLING :: VEKTORRAKNING

| MIKAEL FORSBERG :: 21 JANUARI 2016

1. Lat v; = (2,-1,1), va = (3,—6,11), v3 = (—5,6,2) Beriikna foljande linjdrkombinationer
av vektorerna
(a) V1 + 31)2 — U3
(b) 2vy + 5vg — 3vs
(c¢) —=11vy + 3vy — Tvs

2. Bestdm ortsvektor till punkterna
(a) Pr=(1,2-17)
(b) P» = (-3,2,1)
(c) P3=(-1,0,0)

3. Berdkna ldngden av vektorerna
(a)a=(1,3,-2), b=(2,1,1) och ¢ = (2,4, —3)
(b) a="7(1,3,-2), b= =£(2,1,1) och ¢ = V/3(~2,4,-3)
(¢) a=(2,4,6), b= (3,9,15) och ¢ = (3=, 1% 35)

V3TVE V3
4. Lat uw = (—2,4,3) och v = (12, -3,4)
(a) Normera vektorerna u och v.

(b) Gor om vektorn u sa att den far lingden 2

(
d

(e) Berikna den vektor som pekar i riktningen u 4+ v men som har lingden 100.

)
)
c¢) Multiplicera vektorn v med ett tal sa att vi far en vektor med léngden 10.
) Andra w’s lingd sa att vi far en vektor som ir lika lang som v.

)

5. Normera foljande vektorer

(a) a = 2(~2,3,5)
=3 =6 9
0= (G
(c) c= ( —4,10)
(d) Forklara genom att anvinda vektorn d = k- (z,y, z) varfor vi kan ignorera konstanten

k > 0 néar vi normera. Visa vad som hander med k nér vi normerar d utan att strunta

i k. Vad hander om k£ < 0
_ -2
(e) u= —\/ﬁ(S, 1,—4)

6. Forsok se/visualisera vart man kan na genom att gora linjirkombinationer av vektorerna u
och v.
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(a) u=(1,1,0), v = (1,2,0)

(b) u=(0,-1,2), v = (0,3,1)
(¢c)u=(2,0,1), v = (1,0,—2)

(d) w=1(1,1,0), v =(0,1,1)
(e)u=1(2,1,-2),v=(-2,-1,2)

7. Visa att vektorn b kan skrivas som linjarkombination av w och v
(a)b=(1,2,—-1), u=(2,3,1), v = (3,4,3)
(b)b=(-1,3,-3), u=(1,2,-1), v =(3,1,1)
(c)b=1(2,—-4,1),u=(-1,2,3), v = (1,-2,2)

8. Skérningen mellan tva plan blir i regel en linje. For foljande system med tva plan-ekvationer.

Bestdm 16sningslinjen pa parameterform.

(a)
r+y—z =
2e+y+z = 4

(b)
20 +3y—2z =
dr—y+3z = 3
(c)
2 —y—2 =1
—2r+y+3z = 1
(d)
T+2y—2z = -1

2z —4y+2z = 2
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1.
2. (a) OP = (1,2-7)
(b) OPy = (—3,2,1)
(c) OPs = (—1,0,0)

o

(a) uw=(1,1,0), v = (1,2,0) spianner upp zy-planet eftersom de inte &r parallella och bada
har z-koordinaten noll.

(b) uw = (0,-1,2), v = (0,3,1) spdnner upp yz-planet ty de &r oberoende och z-koordinaten
noll.

(¢) u=(2,0,1), v =(1,0,—2) Hér ar det zz-planet som spénns. y &r noll.

(d) v = (1,1,0), v = (0,1,1) Hér spinns ett plan som dr snett upp eftersom vektorerna &r
oberoende

(e) u=(2,1,-2), v = (—2,—1,2) Hér har vi tva parallella vektorer u = —v. De spidnner
dérfor upp en linje
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LOSNINGAR
1. (a)
2 3 -5 2 9 -5 16
v1+3v—v3=| -1 [+3-| =6 | — 6 =| -1 |+]|] =18 | — 6 = | —25
1 11 2 1 33 2 36
(b)
3 -5 36
2v9 + bvg — 3vg = Tvg — 33 =7 - —6 | —3 6 = —60
11 2 71
(c)
2 3 -9
—11lvy +3vg — Tvg =—11| —1 +3- —6 -7 6 =
1 11 2
22 9 35 66
= —11 |+ | =18 |+ | —42 | = | —T71
11 33 —14 30

2. Varje punkt definierar en ortsvektor, som &r den vektor som startar i origo och slutar vid
punkten. Ortsektorn far dirmed samma koordinater som punkten.

3. Vi noterar forst att ldngden ||v|| av en vektor v = (z,y, z) berdknas enligt

lvl] = Va2 +y? + 22

Och om k &r ett reellt tal sa har vi regeln

[k - vf| = [K] - []v]]
Med detta sa far vi:

(a)

lla|| = /12 4+ 3% + (=2)2 = V14
6] = V22 + 12 + 12 = /6
llel] = V/(=2)2 + 42 + (=3)2 = V29

(b) Hér anvédnder vi rikneregeln och resultatet fran uppgift 1:

lall =171 - 11(1,3, =2)|| = 7V14

|- V5
Hbl—'\/g ﬁ\/é_\/g\fz,

lef| = V3] - [1(=2,4,3)[| = V3v/29

’ H(27171) =
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lall = [12(1,2,3)|| = 2-]|(1,2,3)|| = 2V14
6] = |13 - (1,3,5)]] = 3-]|(1,3,5)|| = 3- V35

5 5
lell = 1l 71,2, 7)l = —=v/5a = 5vBV6 = 5V

4. (a) Normerar vi u och v och da far vi enhetsvektorerna

u o (=2,4,3) v (12,-3,4)  (12,-3,4)
€y — == y €, — = g
ol V29 el V169 13
(b) Eftersom e, pekar i u’s riktning sa dr 2 - e, = % den vektor med lingden 2 som vi

soker

(¢) Multiplicerar vi enhetsvektorn e, med 10 sé far vi den vektor vi séker: 10e, = 13(12, —3,4).
Var multippel &r alltsa %.

(d) v’s ldngd &r ju 13 sa multiplicerar vi enhetsvektorn e, med 13 sa far vi den vektor vi soker:
13
E(—Z 4,3).
(e) Vihar att u+wv = (10,1, 7) vilket ger att dess langd &r +/150. Dividerar vi u+ v med dess
lingd far vi en vektor med ldngden 1 och nu behover vi bara multiplicera med 100 for att

fa den vektor vi soker: 100
—(10,1,7
VA 150( )

5. (a) Vi kan hér ignorera den positiva konstanten framfor vektorn. Niar man normerar sa
kommer den med i bade tédljare och ndmnare och tar darfor ut sig. Genom att strunta i
konstanten blir rdkningen snabbare men framforallt enklare. Normeringen blir nu

a (_27 3> 5)
ea = =
|lal| V38
(b) Hér &r det lampligt att bryta ut konstanten % (och sedan strunta i den, vilket vi kan
gora eftersom den &r positiv...)
b -1,-2,3
eb = — = 7( ’ ’ )

|10]] V14

(c) I vektorn ¢ sa har vi en gemensam tva i de tre komponenterna. Vi bryter forst ut denna
tva och slar ihop den med konstanten som star framfér. Detta ger en ny konstant framfor
(som vi kan ignorera nér vi normerar).

e. = L _ (1)7275)
el V30
(d) Lat oss normera d:
d k - ($,y, Z) k:(a:,y,z) k (fL’,y,Z) s (k‘) (x’ya Z)

€d = = = = — :gn P S A
dll k- (@y, I (ka2 + 92+ 22 |kl /22 + 92 + 22 Va2 4y + 22
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Vi paminner om att
1 om ,k >0
k
m:sgnk: 0 om k=0
-1 om.,k<0

Detta visar att om k > 0 sa har k ingen betydelse vid normering och om k < 0 s& maste
vi ta med tecknet. Om k = 0 sa har vi nollvektorn som har lingden noll och kan inte
normeras (eftersom vi da far en nolldivision...)

(e) Framfor vektorn (3,1, —4) har vi konstanten —\/%. Om vi behaller minustecknet sa kan

vi ignorera resten av konstanten nér vi normerar

u (3,1,—4)  (=3,—1,4)

Tl T V26 V36

6. (a) u=(1,1,0), v =(1,2,0) spanner upp zy-planet eftersom de inte ér parallella och bada
har z-koordinaten noll.

Cu

(b) uw = (0,-1,2), v = (0,3,1) spdnner upp yz-planet ty de &r oberoende och z-koordinaten
noll.

(¢) u=(2,0,1), v = (1,0,—2) Hér ar det xz-planet som spénns. y &r noll.

(d) w = (1,1,0), v = (0,1,1) Hér spinns ett plan som #r snett upp eftersom vektorerna &r
oberoende

(e) u=(2,1,-2), v = (—2,—1,2) Hér har vi tva parallella vektorer u = —v. De spinner
dérfor upp en linje

7. Om b dr en linjirkombination av u och v sa géller att ekvationen
ru+yv==
har 16sningar.

(a) I detta fall far vi ekvationssystemet

2 3 1
z| 3 |+yl| 4| = 2
1 3 -1
Detta kan vi skriva om som
2z 4+ 3y 1
3z +4y =2
r+3y =-1
Eller pa matrisform
2 3|1 10 2
3 4 2 ~10 1 -1
1 3]-1 00 O
Matrissystemet har radreducerats och det resulterande systemet ger oss © = 2 och y = —1.
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(b) Pa matrisform sa blir systemet

1 3|-1 1 3|-1 1 0] 2
2 1| 3 ~10 1|-1|~[0 1]-1
-1 1|-3 0 0[O0 0 0|0
Vilket ger att t =2 och y = —1
(c) Pa matrisform sa blir systemet
-1 112 1 —1]-2 1 0|-2
2 —2|-4|~|0 0[]0 |~|01|Z
3 2|1 0 5|7 0 0| 0

: __3 _ 7
Vilket ger att x = —5 och y = ¢
8. (a) Multiplicerar vi forsta ekvationen med —2 och adderar till andra ekvationen sa far vi

rT+y—z =
—y+3z = 2

1 1 —-1|1 1 1 =171
21 1 |4 0 -1 3|2
Vi far att z ar fri variabel, dvs z = t blir var parameter och léser vi ut forst y sa far

viy =3t —2 och sedan x: x = —y 4+ z+ 1 = =2t + 3 Vi kan nu skriva lésningarna pa
vektorform som

Pa matrisform har vi

x -2 3
y | = 3 | t+ | —2
z 1 0

Detta &r skdrningslinjen skriven pa parameterform.

(b) Hér kan vi multiplicera forsta ekvationen med —2 och addera till den andra for att eliminera
x. Vi far da

20 4+3y—2 =1
—Ty+z =1

2 3 —-1)|1 2 3 —-1)|1
4 -1 3 |3 0 -7 11
Vi far att z &r fri (ledande element saknas i z-kolonnen) och z = ¢ blir saledes var para-

meter. Ekvation 2/rad 2 ger att y = £ — % Ekvation 1/rad 1 ger oss att

Pa matrisform har vi

t 1
2x:—3y+z+1:—3(?—?)+t+1:

S P PR P
A A A A
= 242
== —
7T

KNEP SOM KAN FORENKLA:: EFTERSOM PARAMETERN AR VISS MAN GODTYCKLIG SA SKULLE MAN KUNNAT VALJA PARAMETERN ¢ = 7s. MED DENNA SKULLE

MAN BLI AV MED EN DEL AV SJUNUEDELAIU\'A/I“JOI{TOI\'DELARN/\, PROVA!
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Vi sammanstéller vart resultat pa vektorform:

Y = = = -
z o B

Adderar vi ekvationl till ekvation 2 sa far vi

20—y — 2z
2z = 2

Hér blir z = 1 sa z ar inte fri. I detta fall s& dr y = ¢ var fria variabel. Fran matrisformen
har vi
2 -1 —-1]1 2 -1 —-1|1
[—2 1 3 1]”[0 0 2 2]
Fran denna matris sa ser vi att vi har ledande element i forsta och tredje kolonnen. Andra
kolonnen som svarar mot y-variabeln saknar ledande element och darfor &r y = t var fria

variabel. Vi anvénder nu ekvationerna for att uttrycka  mha den fria. (Vi har ju att z =1
sa denna behdver vi inte bry oss om nu) Fran rad 1/ekvation 1 har vi nu

t
2r=y+z+1=t+2 = $:§+1

Pa vektorform har vi nu

T 1/2 1
y | = 1 t+ 10
z 0 1

Héar tar vi -2 ganger forsta ekvationen och adderar till den andra och far da

T+2y—2 = -1
0 =0

Vad betyder nu detta? Geometriskt betyder det att den andra ekvationen definierar exakt
samma plan som den férsta. Multiplikationen med -2 avsléjar att den ena ekvationen &r en
multippel av den andra och da bidrar den andra ekvationen ingenting for att bestdmma
l6sningarna. Losnignarna till systemet blir alltsa alla punkter i det forsta planet. Hela
planet dr alltsa 16sning.

Systemet har bara ett ledande element som star i forsta kolonnen i det eliminerade syste-
mets matris. Detta betyder att de tva 6vriga variablerna &r fria och definierar darfor var
sin parameter: y = s och z = t. Uttrycker vi £ mha dessa parameter via forsta ekvationen
far vi

rT=-2y+z+1=-2s+t+1

Losningarna pa vektorform blir nu

x —2 1 1
z 0 1 0



