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FRAGORNA 1 TILL 6 SKA SVARAS MED KRYSS PA DET BIFOGADE SVARSFORMULARET,
0.5 P FOR VARJE RATT KRYSS. TVA RATTA SVAR PA VARJE FRAGA, FLER KRYSS AN TVA GER
NOLL PA UPPGIFTEN.

1. I den hér uppgiften dr x = (z,y, z), u och v tredimensionella vektorer. Vilka av foljande
delméngder av R? &r delrum till R3?

(a) Méngden av alla x = (x,y, z) som uppfyller x + y = 3z.
(b) Méngden av alla x = (x,y, z) som uppfyller x +y + z = 1.

)
)
)
)

(e) Méngden av alla x som uppfyller x = s - u dér s ar ickenegativ, s > 0.

Méngden av alla x som uppfyller x =s-u+1¢-v+(1,0,0), dar s,¢t € R.

2. Lat avbildningen L ges genom att forst utféra speglingen S, i z-axeln och sedan rotationen
med vinkeln « moturs, R,. Om vi later L, S, och R, ocksa beteckna matriserna for de tre
avbildningarna ange vilka av foljande pastaenden som ar sanna.

(a) L = S:Rq
(b) L = RyS,
(c) L71 = R 1S
(d) L7' = ST R.!
(e) L7' =S 'RS!

2 1 2 -2 1010
-1 2 -1 3 . 0100
A=l 1 H5 1 1 ~ A=1000 1
2 1 2 2 000 0

Vilka av féljande fem pastaenden ar sanna?

(a) Raderna i A &r linjart oberoende.
(b) Raderna i A bildar en bas for R%.

(¢) Nollrummet till A &r 1-dimensionellt.
(d)
)

(e) Systemet Az = 0 har endast triviala 16sningen.

Raderna i A &r linjart beroende.



4.1 den hir uppgiften #r A en inverterbar 3z3 matris med inversen A~!. B och C ér tva
andra inverterbara 3z3 matriser och vi undrar vilka av féljande pastaenden &dr sanna om
den obekanta matrisen X som uppfyller matrisekvationen

B+AX =C
(a) X = AYC - B)
(b) X = (C — B)A~!
() X=AYB-0)
() X =A'C—A'B
(€) X =CA' — BA™!

5. I den har uppgiften &r u och v tva tredimensionella vektorer och w = au+bv en linjarkombination.
Ange vilka av foljande pastaenden som &r sanna.
(a) ||lu x v|| berdknar arean av det parallellogram som u och v spénner upp.
(b) Vinkeln mellan u x v och w &r noll.
(¢) (ux v )ew ar en vektor vinkelrdt mot w
(d)
)

d

(e) (ux v ) xw ligger i planet som u och v spanner upp.

(ux v ) xw ér vinkelrdt mot bade u och v.

6. Vilka av foljande pastaenden ger ett tillrackigt villkor for att en 3 x 3 matris A ska vara
diagonaliserbar?

(a) Matrisen har tre egenvarden raknade med multiplicitet som nollstéllen till karakteris-
tiska polynomet.
(b) Matrisen #r lika med sitt transponat: A = A7,

(c) For varje egenvérde till matrisen sa ar algebraiska multipliciteten &ar lika med dimen-
sionen for egenvardets egenrum,

(d) Matrisen &r inverterbar.

(e) Matrisen &r ortogonal.



FRAGORNA 7-9 GER 3 POANG VARDERA

7. Berdkna alla I6sningar till ekvationssystemet Ax = b, déar

2 3 1 1
A= 1 -1 -2 b= 3
-2 1 3 -3

8. Den hir uppgiften handlar om matrisen A och dess radreducerade matris A,

2 4 1 -1 6 3 1200 1 2
1 2 2 -3 10 -3 0010 3 2

A |12 2 3 2 u| Jooo1 13
2 4 -1 2 -7 0 0000 0 0
3 6 1 1 5 11 0000 0 0
2 4 -3 -1 -6 5] 0000 0 O]

Berékna baser for radrum, kolonnrum och nollrum till matrisen A.

9. Berdkna determinanten for féljande 4 x 4-matris:

2 0 1 1
2 0 1 2
M= 1 -1 1 0
1 0 0 -1

o



UPPGIFTERNA 10 -14 KRAVER FULLSTANDIGA OCH VAL MOTIVERADE LOSNINGAR.
UPPGIFTERNA GER 5 POANG VARDERA

10. Denna uppgift handlar om matrisen M (n), som beror av den reella variabeln n:

(a) Berékna de vérden pa n som gor att matrisen saknar invers.

(b) Beriikna inversen till matrisen M (n) dar n &r det minsta positiva heltalsvirde pa n
som gor att matrisen har invers

11. (a) Berdkna matriserna for spegling i z-axeln, spegling i y-axeln, samt rotationen med 7 /2
moturs.

(b) Anvand matriserna fran uppgift a for att berdkna matrisen for den avbildning som
bildas da vi forst roterar med 7/2 moturs, sedan speglar i y-axeln och slutligen speglar
i x-axeln.

(c) Om vi sammansétter tre speglingar, kan detta ge oss samma resultat som en eller flera
rotationer? Motiveral

12. Den hér uppgiften soker den kurva pa formen y = az + by/x som i minstakvadratmening
bést anpassar sig till (z,y)-punkterna (0,1), (1,0) och (4,2).

(a) Skriv ned de tre ekvationerna som skulle vara uppfyllda om kurvan passerade genom
alla tre punkterna.

(b) Berékna koeffecienterna a och b fér den bést anpassade kurvan y = az + by/z.

13. Basen A’s vektorer ar givna i standardbasen, mha kolonnerna i matrisen Ag. Nér man
uttrycker basen A’s vektorer m.a.p en annan bas B far man kolonnerna i matrisen Apg.

11 2 3
to=aa] A= [17]
Berékna basen B uttryckt i Standardbasen.

14. Beskriv losningarna till den kvadratiska ekvationen
522 + 2zy + 5y? — 162z — 8v/2y + 26 = 0

genom att diagonalisera den kvadratiska formen och kvadratkomplettera och gora lampliga
variabelbyten sa att uttrycket skrivs pa formen

aX? +bY?2 =1



Svar till tentamen i Linjar algebra, 2016 05 20.

det M =1
10.
11.
12.
13.

14.



Losningar till tentamen i Linjar algebra, 2016 05 20.

5.
6.

7. Vi stéller upp systemet pa utvidgad matris form och eliminerar

2 3 1 1 1 -1 =-2| 3 1 0 —-1| 2
1 -1 -2 3 ~ 2 3 1 1 ~101 1]|-1
-2 1 3 | =95 -2 1 3 |5 0 0 0

Fran den eliminerade matrisen laser vi av att « och y ar ledande variabler medan z ar fri eftersom
tredje kolonnen saknar ledande element. Vi sdtter z = ¢t och anvander de tva nollskillda raderna
for att 16sa ut x och y:

r=z+2=t+2, y=—2—1=—t—1 och,somsagt z=t

Om vi ger detta svar pa vektorparameterform har vi nu

T 1 2
y | =1 -11]t+]| —1
z 1 0

8. De nollskillda raderna i A &r bas for radrum. De ledande elementen i matrisen A stér
i kolonnerna ett, tre och fyra. Vektorerna i motsvarande kolonner i matrisen A &r bas for
kolonnrummet. For nollrummet sa behover vi lagga till ett hogerled med nollor till A:

1200 1 2[07
0010 3 20
0001 -1 3|0
0000 0 00
0000 0 00
L0000 0 00

Ur denna matris kan vi nu lisa ut losningarna till Az = 0 som ocksa &r 1osningarna till Az = 0
som &r nollrummet till matrisen A. De kolonner som inte har ledande element, dvs 2, 4 och 5
ar fria variabler: x9 = s, 4 =t och x5 = u. Vi uttrycker de ledande variablerna mha de fria:

T1 = —2T9 — x5 — 206 = —25 —t — 2u
X9 =S
T3 = —3x5 — 225 = —3t — 2u

T4 =25 —3xg =1 — 3u
SL‘5:t

Tg = U



Pa vektorform har vi

T —2 -1
T2 1 0
I3 . 0 -3
x4 | 0 5+ 1 t+
xT5 0 0
L T6 | L 0 i L 0 | L

dar de tre vektorerna i hoger led ar basen for vart nollrum.

9. Man beraknar lampligen determinanten av 4 x 4-matrisen mha kofaktorutveckling léngs andra
kolonnen. Detta ger en forenklingar tack vare att denna kolonn innehéller manga nollor. Detta
ger det forsta stegen i nedanstaende rakningar. I de foljande stegen gor vi tva radbyten (varje
radbyte ger ett teckenbyte och tva radbyten ger oss ingen teckenférandring. Sedan gor vi radop-
erationer som inte fordndrar determinanten tills vi far en trianguldr matris och determinanten

ar da produkten av diagonalelementen:

2 1 1
det M = (=1)*(=1)-det | 2 1 2 | =
—_———
1 1 0 -1
= tva radbyten ger ingen fordndring av determinanten
1 0 -1
=det| 2 1 1 =
2 1 2
= tre enkla radoperationer ger ingen fordndring av determinenten =
1 0 -1
=(0 1 3 =
00 1

=1-1.1=1

determinanten for triangular matris &r produkten av diagonalelementen

10. Matrisen saknar invers precis om determinanten ar noll. Vi berdknar determinanten:

det M (n) = 2 — 2n?

som &r noll precis om om n = £1. Det minsta positiva viarde pa n som goér matrisen inverterbar
ar darfor n = 2 (Observera att vi normalt inte betraktar noll som positivt, &ven om det finns en

del matematiktankare som anvénder att noll ar positivt, men da ar ocksa noll negativt och det
enda tal som bade betraktas som positivt och negativt. Den som véljer n = 0 gor alltsa inte fel
och vi kommer acceptera en invers for detta varde ocksa, forutsatt att den &r korrekt utrdknad.)

ex: Bourbaki.

Se Kiselman,
Vad &r ett
naturligt tal?

Sedan behéver vi beriikna inversen, dvs eliminera den utvidgade matrisen M (0)~!

2 -1 1|1
-1 0 -—-1|0
1 1 010

00

1 00
1 0|~]010|-
01 0 01

Inversen M [2]~t::

O = O
O = O
_ o O

1
2

SN

[N e

D[

DO CaND | =

N[O T =

D=0 =

N[ =

O

|| —



11.

12.

(a) Matriserna for de olika operationerna kan man berédkna genom att f6lja vad som hénder
med standardbasvektorern. Om vi betecknar spegling i x-axeln med S, spegling i y-axeln
med S, och rotationen moturs med 7/2 med Rgge sa har vi

1 0 10 0 —1
Sz "[ 0 —1 ]’ Sy = [ 0 1 ] »och Roge = [ 1 0 }

Matrisen M som soks blir produkten av de tre matriserna i ratt ordning. Den forsta
operationens matris ska sta langst till hdger och de andra till vanster om denna. Vi far

1 o[-t 0][0 -1 01

En spegling byter orienteringen (den ordning som axlarna kommer) for vart rum. T.ex.
speglingen i linjen y = x gor att x och y axlarna byter plats och far darfér motsatt
orientering. Detta kan aldrig astadkommas mha en rotation. Ett jdmnt antal speglingar
ger oss den normala orienteringen tillbaka och detta innebar att ett jamnt antal speglingar
kan ge oss en rotation. Ett udda tal speglingar ger oss igen ett orienteringsbyte och kan
inte ge oss en rotation.

En rotation kénns igen av att determinanten fér matrisen &r +1 och en spegling av att
determinanten &r —1. Kombinerar vi tre godtyckliga speglingar S1, Se och Sz sa far vi

det(51 . 52 . Sg) = det 51 - det SQ - det 53 = (—1)3 =—1

som alltsa ar en spegling. Om vi sétter samman rotationer sa ger sammansattningen alltid
determinanten +1. Hur vi &n kombinerar rotationsmatriser kommer vi aldrig kunna fa en
negativ determinant och detta innebéar att vi aldrig kan ersatta tre speglingar med en
kombination av rotationer.

(a) De tre ekvationerna blir

O-a+0-b =
a+b =
4a+2b = 2

Nar vi skriver systemet pa matrisform far vi systemet AX = B, dar

00 . 1
A=11 1], X:[J B=1|o0
4 2 2

Vi stéller upp normalekvationen AT AX = AT B:

v, [17 9 v 8
AA_[Q 5}, AB_[4]

Vi radreducerar den utvidgade matrisen [AT A|AT B]:
17 918 N 1 0|1
9 5|4 0 1|-11|’

vilket betyder att @ = 1 och b = —1 som ger oss att y = x — /= ar den béast anpassade
kurvan.



13. Matrisen Ag utfor vektorer uttryckta i basen A till vektorer uttryckta standardbasen. Ma-
trisen Ap 6verfor vektorer uttryckta i A till vektorer uttryckta i B

Figure 1: R?m R2B och R%éir koordinatrummen m.a.p baserna A, B och S. Detta gor att
basbytesmatriserna &r avbildningar mellan dessa koordinatrum. Vi soker matrisen Bg som vi
kan berékna genom att férst anvinda Agl och sedan anvéinda Ag

Var situation kan beskrivas som i figur 1

Fran figuren kan vi se att den matris vi sdker ar AsAgl
-1 3
-1 _
=[]

ASA;:H ;H_ll _32}:[(1) H

14. (a) Vi borjar med att skriva ekvationen pa matrisform.

Vi berdknar forst inversen

och sedan produkten

[ 2 y][5 1Hﬂ+[—16ﬂ —8\@][5]%6:0

1 5
5 1
15

till den kvadratiska formen: Det karakteristiska polynomet:

(b) Diagonalisera matrisen

5—A 1

det{ 1 5\

]—(5—>\)2—1

ger oss egenvardena A = 4 och A = 6. Egenvektorerna

S R N ME

o [FAR][b o o)== D)=



Diagonaliserande matris blir
1 1 -1
P=—
V2 1 1
som ar en rotation eftersom dess determinant dr +1. Notera att matrisen ocksa ar or-

togonal eftersom dess kolonnvektorer ar ortogonala och har langden 1. Detta gor att
Pt =pT,

Utfor variabelbytet (som &r en rotation tack vare att det P = 1)

RNt yJ:([zDT:[x v ] PT

Var kvadratiska ekvation blir nu

[ X Y]PT[? HP[?]H—M\@ —Sﬁ]P[g}—l—%:O

_[ 6 0 ]

0 4

Réaknar vi ssmman detta far vi att var kvadratiska ekvation transformerats till
3X2 - 12X 42Y24+4Y +13 =0,

dar vi ocksa dividerat bada led med 2.

Nu kvadratkompletterar vi m.a.p. X och Y: Vi har

0

3(X2—4X +4—4)+2(Y24+2Y +1-1)+13 =
— —
(X-2)2 (Y+41)2
P—12+2(Y +1)2-2+13=
242y +1)2 -1

3(X -2
=3(X -2
Translatera koordinaterna X = X — 2, Y=Y 4 1 sa far vi
3X2 +2Y2 =1

som uppenbarligen definierar en ellips. (Notera att dessa slutkoordinater X,Y inte &r
samma som de vi startade, varfor de ar markerade med annan stil. Jag har bara valt att
anvénda dessa bokstéver for att vi dr vana att se dessa ekvationer uttryckta i X och Y.)
Vi har att de nya X och Y uppfyller.

De gamla x och y uppfyller
x| X | X+11] X 1
MR R (FIN )

déar de gamla koordinaterna star till vinster och de nya till hdger. De gamla och de nya
skiljer sig alltsa at med en rotation (given av P) och en translation.

10



