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Losningarna skall vara noggrant motiverade och

prydligt nedskrivna (anvéind svenska spraket!); ofullstindig motivering kan ge podngavdrag.

Varje uppgift ger maximalt 5 poéng.

1. Verifiera att matriserna

-2 -3 5 6 —11 8
A= 1 2 2 |, B=|[ -7/2 13/2 —9/2
3 5 -1 /2 —1/2 1/2

ar varandras inverser och 16s ekvationssytemet

6 —11 8 ) 3
—7/2 13/2 —9/2 o | = 2
/2 —-1/2 1/2 T3 1

2. (a) Bestdm det komplexa talet z som loser ekvationen
z41Z =2+1.
(b) Bestdam argumentet till det komplexa talet

(2 4 26)(1 — )
(1414)°

3. Bestam h sa att ekvationssystemet Ax = b, dér

3 5 4 6
A= | -7 -1 12 och b= 3 ,
—-16 16 h 36

har odndligt manga 16sningar. Fullstindig motivation krivs (det dr inte en bra idé att an-
vinda determinanten ...)



4. Bestam avstandet fran punkten (1,1,1) till linjen

r=1—-1
L:¢ y=1+1t
z =1t

5. Givet a4r matrisen
1 2 2 -1
A= 3 6 5 0
1 21 2

Bestam rangen for A samt hitta baser f6r radrummet row (A) och kolonnrummet col (A).

6. Bestdm en ortogonal bas for det rum som spénns upp av foljande méngd av vektorer

0

~
—_ O = =
—_ o o =
—_ O =
—

7. Hookes lag i mekaniken séger att kraften f som krivs att dra ut (eller trycka ihop) en fjader
ar en linjir funktion av uttdnjningen x av fjidern, dvs

f=kx+a

dér k och a 4r materialkonstanter som endast beror pa fjidern. Foljande tabell méttes upp
(i lampliga enheter) for en speciell fjéder:

x| 1

2 3
fl11 3 3

Bestdm bésta approximationen, i minsta kvadratmening, av métdata med en sadan linjér
funktion och anvénd detta for att uppskatta fjiderkonstanten k.

8. Lat
1 0 0
S:{e1: 0 , €2 = 1 ,e3 = 0 }
0 0 1

vara standardbasen for R3 och sitt a = e; + ey. Definiera den linjira transformationen

T:R?— R?,
v T(v)=axv.
(a) Bestdm matrisen A = [T] fér T i standardbasen S.

(b) Bestédm en vektor v sa att T'(v) = e; — ez + e3.

(c) Beskriv geometriskt (med en bild) kolonnrummet col A ir.



1. Elementéra rakningar visar att AB = BA = I, identitetsmatrisen med storlek 3 x 3. Multi-

3
plicerar man ekvataionssystemet B = | 2 | med A far man
1
3 -7
ABz=z=A| 2 | = 9
1 18

3. Vi skriver ned den utdkade matrisen och bildar trappstegsform

3 5 4 6 3 95 4 6
-7 -1 12 3 =1 0 32 64 51
-16 16 h 36 0 0 h—64 O

Vi ser fran sista raden att nér far man en nollrad varpa vi far en fri variabel, vilket
innebér att systemet for detta virde har oéindligt manga I6sningar.

4. Lat P = (1,1,1). Va&lj forst en godtycklig punkt pa linjen t ex R = (1,1,0) (svarar mot

0 -1
t = 0). Bilda vektorn PR = 0 . Normera L:s riktningsvektor till v = % 1 varpa
—1 1
0 -1 1
avstandet blir d = |PR x v|. Vi har PR x v = 0 X % 1 = % 1 |. Alltsa blir
-1 1
avstandet
d=|¥2
N
5. Vi har
120 5
A~ 0 0 1 -3
000 O
1 0
Vi ser fran detta att en bas for radrummet ges av { 3 ) (1) }. Eftersom kolonn nr 1

5 -3
och 3 ar pivoteringskolonnerna i den andra trappstegsformade matrisen, dr dessa en bas for den
andra matrisens kolonnrum. Darmed dr motsvarande kolonner i A en bas fér col A, dvs man
har basen

1 2
{40312
1 1

Vidare har vi
rank A = dimrow A = dimcol A = 2.

6. Vi anvinder Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod. Sétt darfér u; = . Vi bildar en

_ O = =



_ o O =

vektor som ar ortogonal mot u; mha vy = , genom
1 1 1/3
u_v_Vg-ul o 0 _g 1 o —2/3
22 u] - up N 0 3 0 N 0
1 1 1/3
0
Vi bildar en vektor uz som &r ortogonal mot u; och us mha vy = (1)
1
us = vy — (V3 ulul + Vs u2u2)
u] - U u2 - u9
0 1 1/3 -1/2
- I (2 1 -1/3 | —-2/3 ) = 0
B ) 31 0 2/3 0 - 0
1 1 1/3 1/2

Det &ar nu latt att kontrollera att

1 1/3 ~1/2
1 —2/3 0

{ 0 Y 0 ) 0 }
1 1/3 1/2

ar omsesidigt ortogonala vektorer i R3, och tillsammans bildar de dédrmed en ortogonal bas.

7. Ekvationen for en (icke-vertikal) rit linje dr y = ka +m. Vi vill approximera vektorn (1, 3, 3)

11
med en vektor pa formen (k + m, 2k +m, 3k +m). I matrisform A ( :1 ) dirA=1 2 1
3 1
i 1
Normalekvationerna for det val av (k,m) som ger minsta vérde pa ||A ( m > — 1 3 ||, dar
3
1

- || 4r vanliga lingden av en vektor, ges av A'A K = A' | 3 |. Utskrivet ar detta:
m

3
14 6 E\ [ 16
6 3 m ) \ 7 )
Vi l6ser med gausselimination

14 616 6 3|7 1
6 3|7 14 6|16 14

(1 o6 _(10]1
0 —1|-1/3 0 1|1/3 )"

Sa vilj |k =1och m=1/3. ‘ Vi far att fjaderkonstanten k& uppmaétes till £ = 1.

(=¥ SIS

)




8. (a) Aven om det inte efterfrigas kan vi kontrollera att T' verkligen #r en linjér transforma-
tion: Tag en linjarkombination c¢;vi + cavo i R3 sé far vi

T(c1vi + cava) = a X (c1vy + cava)
= { kryssprodukten #r en linjir operator}
=c1a X V] +cga X vo
=c1T(v1) + c2T(va),

vilket &r precis vad det betyder att T &r linjar. Vi utnyttjar nu att e; X eo = e3 samt
regler for kryssprodukten

Standardmatrisen i basen S ges av A = [T] = ([T'(e1)]s [T'(e2)]s [T'(e3)]s). Vi har

-1

0

T(el) = (81 + eg) X e] = —es, [T(el)]B = ( 0
0
T(GQ) = (81 + eg) X ey = es, [T(eg)]B = 0
1

1
T(eg) = (81 + eg) X e3 = —ey + ey, [T(el)]B = -1
0
Vilket ger
0 0 1
A=[T]=([T(e1)]s [T(e2)]s [T(e3)]s)=| 0 0 -1
-1 1 0
(b) Ekvationen T'(v) = e; — e + e3 har koordinatformen (i basen S)
0 0 1 1
0 0 -1 |[vs=] -1
-1 1 0 1
vilken 16ses pa vanligt sétt, eller man lidser av, till [v]s = (—=1,0,1), dvs v = —e; + es.

(c) Kolonnrummet ges av alla vektorer som kan skrivas a x v for nagon vektor v. Detta
ges av alla vektorer som &r vinkelrdta mot vektorn a = e; + eo, vilket ar ett plan med
normalvektor (1,1,0) som innehaller origo.



