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KRYSSA I SVARSFORMULARET DE PASTAENDEN SOM AR SANNA.

1. Lat L vara en avbildning fran ett vektorrum till ett annat vektorrum och lat x,y vara
vektorer i vektorrumet och s, t reella tal.

Vad maste vara sant for att avbildningen ska vara linjar?

(a) L(z +y) = L(z) + L(y)

2. Denna uppgift handlar om de tre vektorerna

1 -1 1
v = 1 , v=| -1, och wg=1|1
-1 1 2

Ange de pastdenden som &r sanna.
(a) {v1,v2,v3} &r linjart oberoende
(b) {v1,v2} &r linjart oberoende.
(c) {v1,v3} &r linjart oberoende

(d)

)

(e) {va,v1} &r linjért oberoende

{v9,v3} dr linjart oberoende

3. Vilka pastaenden &r sanna for en ortogonal matris P

(a) Raderna i matrisen P ar 6msesidigt ortogonala och har langden 1.
(b) Kolonnerna i matrisen P &r ortogonala mot raderna i P
(c)det P =0
(d) P ar symmetrisk.
)

(e) Kolonnerna i matrisen P ar 6msesidigt ortogonala och har léngden 1.



4. Denna uppgift handlar om féljande matris och dess radreducerade form

1 2 1 2 1 010

2 1 2 1 0101

1 -1 1 -1 0 00O

1 1 1 1 0 00O
=A B

Ange de pastaenden som &r sanna

(a) A’s rader ar linjart oberoende

(b) De tva forsta kolonnerna i B ar en bas for A’s kolonnrum.

A’s kolonnrum ar lika med B’s kolonnrum

)

(¢) A’s nollrum &r tvadimensionellt

(d)

(e) A’s radrum spénns upp av B’s rader.

5. I denna uppgift sa ar V ett vektorrum med addition ”4” och multiplikation med skalar ”-”.
Lat x och y vara tva vektorer i V' och s och t tva reella tal.

Ange de operationer pa x, y, s och ¢ som ar tillatna.

6. Denna uppgift handlar om skaldrprodukten u e v av tva vektorer i R?
Ange vilka av foljande pastaenden som &r sanna.
(a) uev ar en vektor som ar vinkelrit mot bade u och v
(b) v/ueu ger oss langden av u.
(c) ue v ger oss avstandet mellan u och v.
(d) uev ger oss arean av det parallellogram som u och v spanner upp.
)

(e) u e v hjilper oss att berdkna vinkeln mellan u och v.



FRAGORNA 7-9 GER 3 POANG VARDERA

7. Los ekvationssystemet

2 +y+z = 2 (1)
r+3y—2z =1
3z+3y = 3

8. Denna uppgift handlar om den linjira avbildning L : R? — R? som forst speglar i z-axeln,
sedan roterar med 90° och till sist speglar i y-axeln.

(a) Berdkna matrisen for avbildningen L.

(b) Vilken geometrisk operation (rotation, spegling) svarar L mot?

9. Den har uppgiften handlar om den kvadratiska formen
32% — 2zy + 3y?

(a) Skriv den kvadratiska formen pa matrisform.

(b) Beriikna en ortogonal basbytesmatris som diagonaliserar den kvadratiska formen.
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10. Denna uppgift handlar om matrisen
3 —6 1 1 -1
2 -4 -1 4 1
M=|-2 4 -2 2 2
-1 2 2 -5 -1

(a) Berdkna bas for M’s radrum
(b) Beriikna bas for M’s kolonnrum

(c) Berdkna bas for M’s nollrum.

11. Ett plan gar genom origo samt genom punkterna p; = (1,1,0) och ps = (0,1,1).

(a) Berdkna ekvationen for detta plan.
(b) Visa att planet #r ett delrum till R3
(c) Ligger punkten g = (1,0, 1) ligger i detta delrum?

12. Den héar uppgiften handlar om funktioner pa formen f(z) = a + b- 2% och métdata
(07 _1)7 (17 _1)¢ (21 0)7 (37 3)

(a) Ange det system som punkterna ger om de uppfyller funktionsdefinitionen

(b) Ange den funktion som i minsta kvadratmening béast anpassar sig till méatdata.

13. I denna uppgift har vi en linjér avbildning L fran R3 till R? dér det &r givet hur avbildningen
verkar pa standardbasvektorerna:

1 1 0 2 0 1
Liloll=1lz2/|, l|1]|=| 1], Ll]|o]]=]2
0 1 0 ~1 1 1

(a) Skriv upp L’s matris M m.a.p. standardbasen.

(b) Vad géller allmént for att ekvationen Mx = b ska ha l6sningar? Forklara hur b maste
forhalla sig till matrisen M.

(c) Ge ett villkor pa a,b och ¢ som gor att ekvationen

Mx=Db, dir b=

ar konsistent.

14. Berdakna en matris som ortogonalt diagonaliserar matrisen



Svar till tentamen i Linjar Algebra, 2016 03 31.

1. aochd
2. cochd
3. aoche
4. coche
5. cochd

6. b och e

10.
11.
12.
13.

14.



Losningar till tentamen i Linjar Algebra, 2016 03 31.

1. aochd

2. cochd

3. aoche

4. coche

5. coch d

6. b och e

7. Stall upp systemet pa matrisform och radreducera:
21 1|2 10 1 1
13 -2|1|~]01 =1 0
33 0|3 00 0 O

Identifiera ledande och fria variabler, uttrycka de ledande mha de fria och skriva upp detta pa
parameterform:

x —1 1
y | = 1 t+ 10
z 1 0

8. L’s matris ges av matrisprodukten
-1 0 0 -1 1 0 0 -1
SngO"SﬂC_[ 0 1“1 0 Ho —1]_[1 0 }
Uppenbarligen sa ar resultat lika med rotation med 90°.

9. (a) Matrisformen blir

(b) Basbytesmatrisen som soks dr den matris som ortogonalt diagonaliserar matrisen @
Egenviarden :: Vi lser det(Q — A\I) = 0:

3-A 1 }—(3—)\)2—1—0 = A=3%1

det(Q—/\I)—det[ 13-

Egenvérdena &r alltsa A =2 och A =4

Egenvektorer :: Vi loser (Q — A\l)z = 0 for vara egenvérden

A=2u
N R P M O SEh
A=4u

-1 -11]0 1 1|0
-1 —-1]0 0 0/0



ON-bas for egenrummen :: Som ses i ovan sa har vi tva stycken endimensionella egen-
rum som ar ortogonala mot varandra. Vi behéver bara normera vektorerna vilket
redan dr gjort i ovan.

Ortogonalt diagonaliserande matris :: Detta &r matrisen som har vara normaliserade
egenvektorer som kolonner:

1 [1 -1
P‘ﬁ_1 1
10. )

3 -6 1 1 -1 1 =20 1 0
2 -4 -1 4 1 00 1 -20
-2 4 -2 2 2 |[~]|0 0 0 0 1
-1 2 2 -5 -1 00 0 0 0
3 -6 0 3 -2 L0 0 0 0 O

De tre nollskillda raderna i reducerade matrisen ar bas for radrummet

Eftersom de ledande ettorna star i kolonn 1, 3 och 5 s& &r dessa kolonner i M en bas for
kolonnrummet.

Nollrummet far vi genom att 16sa Mz = 0. Ovanstaende rédkningar ger att detta system reduc-
eras till

1 -2 0 1 0/0
0 0 1 -2 0|0
0 0 0 0 1|0
0 0 0 0 0]0
0 0 0 0 0|0

Om kallar variablerna for x1,...,z5 sa har vi att zo = s och x4 = t ar fria variabler (eftersom
deras kolonner saknar ledande etta). Vi loser ut de 6vriga variablerna mha de fria:

Rad ett ger
Rad tva ger
Rad tre ger

Losningarna blir nu
Z1
Z2
I3 =
Zq
Ts

xr1 =2x9 —x4 =25 —1

xr3 = 204 = 2t

£C5:0

2 —1

1 0
0|s+ 2 |t
0 1

0 0

De tva vektorerna i hoger led bildar bas fér nollrummet.

11.

(a) For att bestdmma planets ekvation

ar +by+cz=d

sa behover vi en normalvektor och en punkt i planet. Eftersom origo ligger i planet sa

maste

d=a-04+b-0+c-0=0



12.

Normalvektor berdknar vi genom kryssprodukten. Eftersom origo och de bada punk-
terna ligger i planet sa kommer vektorerna p; = (1,1,0) och po = (0,1, 1) ligga i planet.
Kryssprodukten av dessa ger oss var normalvektor:

n = (a,b,c) = p1 X pg = det =(1,-1,1)

O =
—_ =,
- o

Ekvationen for vart plan blir saledes
z—y+z=0
Vi kan kontrollera att vara tre punkter uppfyller denna ekvation, vilket de gor.

Ar planet ett delrum? Det ska ju vara det eftersom planet gar genom origo. For att visa
detta sa anvander vi delrumsaxiomen. Vi behover visa att

origo ligger i planet :: Sétter viin origo i planets ekvation sa ser vi att den ar uppfylld.

Planet slutet under addition :: Lat U = (x1,y1,21) och V = (22,19, 22) vara tva
vektorer i planet (som alltsa uppfyller planets ekvation). Vi behéver nu visa att
summan av vektorerna U + V' = (x1 + x2,y1 + Y2, 21 + 22) ligger i planet. Detta gor
vi genom att satta in i vanster led av planets ekvation:

(14+x2)—(ni+y)+(1i+z)=r1—yi+21+22—y2+20=0+0=0
=0 =0

Véanster led blir alltsa noll och eftersom hoger led &r noll sa &ar planets ekvation
uppfylld och planet ar slutet under addition.

Planet slutet under multiplikation med skalar :: Vi behover visa att om U ligger
i planet sa ligger ¢- U i planet. Vi sétter in ¢ -U = (tx1, ty;,tz1) i planets vanster led:

txl—ty1+tzl:t~(x1—y1+21):t-020

Delrumsaxiomen ar alltsa uppfyllda och vi kan darfor sdga att vart plan verkligen ar ett
delrum av R3.

Punkten ¢ = (1,0, 1) ligger i delrummet/planet precis om punkten uppfyller planets ekva-
tion. Vi sétter in punktens x, y och z koordinater i vénster led och ser om vi far noll:

1-0+1=2

Vinster led blir alltsa noll medan héger led ar noll. Detta visar att ¢ inte ligger i vart
plan/delrum.

(a) Punkternas z och y koordinater insatt i a + b - 2* = y ger oss ekvationssystemet:

a+b-20 =-1 a+b =-1 11 ~1
a+b-28 =-1 a+2b =-1 1 2 al | -1
a+b-22 = 0  atd4b =0 |14 [b]_ 0
a+b-2% = 3 a+8 = 3 1 8 3

Om vi borjar med ovanstaende matrisekvation, dér vi sOker a och b sa multiplicerar vi
denna med hogerledsmatrisens transponat i bada led:

1 -1
1111 -1
1 2 4 8 0

1
1
1
1 3

o = N
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som ger oss matrisekvationen
4 15 ][a]l [1
15 8 || b |21

Elimination ger

4 15| 1 | [1 0| -2
15 85|21 | |0 1] 2
Detta ger alltsa att a = —2 och b = 3/5 = 0.6 som ger att var minstakvadratanpassade

funktion blir
flz)=—-2+06-2°

(a) Matrisen till L m.a.p. standardbasen ges av dess verkan pa standardbasvektorerna.
Detta ar givet i uppgiften sa matrisen blir

1 2 1

M=]2 1 2/,

1 -1 1

dar vi noterar att kolonnerna fas fran hur L verkar pa standardbasen.

For att ekvationen Mx = b ska vara konsistent sa maste hogerlededsvektorn ligga i spannet
av matrisens kolonner, dvs b maste ligga i kolonnrummet till B.

Vi ska nu bestdmma a, b och ¢ sa att systemet Mx = b ar konsistent. Vi stéller upp pa
matrisform och radreducerar:

1 2 1la 1 2 1 a
2 1 2/b|~]0 -3 0] b—2a
1 -1 1|c¢ 0 0 Ola—-b+c

Fran detta har vi att om systemet ar konsistent om och endast om a — b+ ¢ = 0.

14. Berakna egenvarden :: Vi har att karakteristiska ekvationen blir

0=det(A— M) =X\ -3\ +4=—-(A+2)3*\—-1)

Gissning pa nollstéllen ger att A = 1 och A = —2 &r egenvérden. Genom att sattaini A—A[
s& ser man att da A = —2 sa far vi en matris med tre lika dana rader vilket ger tva nollrader
vid elimination och detta ger oss att egenrummet for detta egenvérde ar tvadimensionellt.
Eftersom var matris A ar symmetrisk sa betyder denna tvadimensionallitet att A = —2
ar ett dubbelt egenvarde, vilket motiverar ovanstaende faktorisering. Annars sa kan man
utfora polynomdivisionen (—A3 — 3\ +4)/(A + 2)(A — 1):

Har foljer polynomdivisionen, déir vi anvander x istéllet for A for att fa den automatiska
divisionen att fungera.

—x—2

:132—|—m—2)—x3—33:2 +4
2 42?2

— 222 — 2044

272 + 2z — 4

0

Beridkna egenvektorer :: Vi loser (A — A\)z = 0 for vara egenvérden



A =1 :: Vi loser systemet

-2 1 1 0 1 0 —-1|0
1 -2 1 0|~]0 1 —-1]0
1 1 =20 0 0 010
som ger oss egenvektorerna
T 1
y|l=1]t
z 1
A= —2: Viloser systemet
1 1 1|0 1 1 11]0
1110 ~]100 00
1 1 1|0 0 0 0]0

Har har vi tva fria variabler, ¥y = s och z =t och vi far att egenrummet kan skrivas

x —1 -1
y | = 1 s+ 0 ¢
z 0 1
——
=v1 =v2

Vi noterar att de bada vektorerna ar ortogonala mot forra egenrummet men att de
inte ar ortogonala mot varandra, vilket vi maste atgirda i nésta steg.

ON-bas for varje egenrum Vi berdknar nu ON-bas for varje egenrum for sig.

A =1 :: Har behover vi bara normera var egenvektor:

Ly
€] = —
1 73 X
A = —2 :: Héir maste vi anvidnda Gram-Schmidts metod:
-1
b1 = V1 = 1
0
-1 -1
0 ° 1
' -1 1 0 -1 1 -1
bg = Vg — pI‘OJbl’Ug = 0 — 9 1 = 5 -1
1 0 2

En kontroll ger att by och by &r ortogonala. Normering av b och by ger oss en ON-bas
for detta egenrum:
1 _11 1 _i
= ; e3=—=| —
V2| V6| o

€9 =

Konstruera den ortogonala matrisen :: Den ortogonala matris som diagonaliserar A ges
nu av matrisen som har de tre enhetsvektorererna som vi konstruerade i féregaende steg.

Vi har
L [v2 -vB -
——|v2 v3 4
\/éﬂ 0 2

A
Stk
Shalisi
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